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Kvandli, algebraic¢ne vozelne invariante

POVZETEK

V diplomskem delu predstavimo osnove teorije vozlov, nato pa podrobneje predsta-
vimo algebraicne strukture imenovane kvandli in kako lahko kvandle uporabimo za
reSevanje problemov v teoriji vozlov.

Quandles, algebraic knot invariants

ABSTRACT

In this diploma we introduce the basics of knot theory and then continue with a more
thorough presentation of algebraic structures called quandles and how quandles can
be used to solve problems in knot theory.

Math. Subj. Class. (2020): 57K10, 57K12
Kljucne besede: vozli, kvandli

Keywords: knots, quandles






1 Uvod

Vozle iz vsakdanjega zivljenja poznamo v kontekstu zavezovanja vezalk na cevljih,
privezovanja ladij v pristanis¢ih, varovanju plezalca pri alpinizmu, izdelovanju skrip-
cev in nasploh kadarkoli moramo pritrditi karkoli vrvi podobnega. Vozli v mate-
maticnem smislu se od teh rahlo razlikujejo, vendar to ne pomeni, da se z njimi ne
srecujemo vsak dan, zavedno ali nezavedno. Teorija vozlov je matemati¢no podrocje,
ki te vozle preucuje.

S teorijo vozlov kot matemati¢nim podrocéjem se je prvi ukvarjal skotski fizik
Peter G. Tait. Prvi ¢lanek o tematiki je objavil leta 1877. To je storil pod takrat
razsirjenim prepricanjem, da so atomi sestavljeni iz iste homogene materije, ki je
zavozlana v prostoru. Razli¢ni atomi bi tako naj imeli razli¢ne lastnosti zaradi raz-
licnih vozlov, ki jih sestavljajo. Idejo je prvi predstavil William Thomson, bolje
znan kot Lord Kelvin, z njo pa se je ukvarjal tudi J. J. Thomson, preden je ekspe-
rimentalno odkril obstoj elektronov in jo s tem dokonc¢no zavrgel. P. G. Tait je v
svojem delu poskusil napisati seznam vseh preprostejsih vozlov. Cetudi se je teorija
o atomih, pod katero je opravljal delo, izkazala za neresni¢no, se je teorija vozlov
uveljavila za vejo matematike in z njo so se zaceli ukvarjati tudi drugi.

Podrocje se je bistveno razvilo v zacetku 20. stoletja, ko je razvoj v formalni
matematiki odprl nove moznosti za njegovo preiskovanje. Tako so matematiki kot
so M. Dehn, J. Alexander in K. Reidemeister podrocje dopolnili z metodami iz
drugih vej matematike. Druga polovica 20. stoletja je prinesla nov razvoj in teorija
vozlov je dobila podobo, pod katero jo sedaj poznamo.

Omembe vredno je tudi dejstvo, da se teorija vozlov uporablja v mnogih drugih
vedah. Najbrz najbolj direkten primer uporabe teorije vozlov izhaja iz biologije.
Izkaze se namre¢, da je veliko organskih spojin v nasem telesu zavozlanih. Biologi
tako uporabljajo metode iz teorije vozlov za boljse razumevanje delovanja nasega
telesa.

V diplomskem delu si bomo ogledali matemati¢ne osnove teorije vozlov, nekaj
problemov iz tega podrocja in rahlo nekonvencionalen nacin resSevanja teh proble-
mov: preko kvandlov, algebrai¢nih struktur z binarno operacijo.

2 Osnove teorije vozlov

V tem poglavju bomo obravnavali vso potrebno matemati¢no formulacijo, da lahko
korektno zastavimo in resimo probleme, s katerimi se srecamo v teoriji vozlov. Zaceli
bomo z osnovnimi definicijami potem pa predelali Se nekaj relevantnih konceptov.

2.1 Definicija vozla

Vozle v kontekstu klasi¢ne teorije vozlov v matematiki si obic¢ajno predstavljamo kot
gladke sklenjene krivulje v prostoru R3. Formalno lahko to zapiSemo kot vloZitve

St 53,

kjer je S kroZnica in S® enotska 3-sfera. Praviloma S® nadomestimo z R3, saj je
obravnavanje tako lazje. Teorija vozlov torej preucuje lastnosti sklenjenih krivulj v
prostoru.



Problem pri taki definiciji nastopi, ko Zelimo teorijo vozlov formalizirati. Ce bi
vozle res definirali kot sklenjene krivulje v prostoru, bi bilo z njimi tezko upravljati.
Taka definicija namre¢ dopusca cel kup potencialnih zapletov: krivulja je lahko
zelo zapletena, lahko se prepleta na nejasne nacine ali pa celo nima koncne dolzine.
Cetudi zahtevamo, da je krivulja gladka, bi naleteli na cel kup potencialnih zapletov.
Do problema tako pristopimo drugace.

Definicija 2.1 ([5]). Vozel K je enostavna sklenjena kosoma linearna krivulja v
prostoru R3. Bolj natan¢no, vozel podamo s kon¢nim zaporedjem tock v prostoru:

(1, p); i €RP Vi€ {,...,n}; neN,

ki dolocajo daljice p;p;+1,2 = 1,...,n — 1 in daljico p,p;. Te tocke imenujemo
vozlisca vozla in na njih gledamo ciklicno: p, 11 = p;. Veljati mora:

1. Razli¢ni daljici p;p; in p,p, se sekata natanko tedaj, ko si delita vozlisce (torej
Npr. pj = Pn).

2. Nobene tri zaporedne tocke p;, piy1, pit2 niso kolinearne (sicer lahko vmesno,
torej piy1, izpustimo).

Ceprav je definicija na prvi pogled zelo oddaljena od prvotne intuitivne ideje
tega, kaj je vozel, se izkaze, da v resnici gre za isto stvar! Vsako krivuljo se namre¢
da poljubno natantno opisati s konéno mnogo linearnimi odseki. Ce Zelimo krivuljo
opisati bolj natan¢no, preprosto izberemo ve¢ tock. Za lazjo predstavo si oglejmo
primer.

Primer 2.2. Primer preprostega vozla je deteljica. Na sliki 1 je definirana z zapo-
redjem devetih tock.

Slika 1: Deteljica.



2.2 Ekvivalenca vozlov

Ko enkrat definiramo, kaj je vozel, se naravno pojavi vprasanje, kaj pomeni, da sta
si vozla enaka oziroma razlicna. Pojma enakosti tu seveda ne dojemamo dobesedno.
V resnici zelimo ugotoviti, kdaj sta si dva vozla dovolj podobna, da delita dolo¢ene
lastnosti. Intuitivno si to predstavljamo kot vprasanje, kdaj sta dva vozla dovolj
podobna, da iz enega pridemo do drugega, ne da bi vozel vimes odvozlali ali strgali.
V ta namen definiramo pojem deformacije.

Definicija 2.3 ([5]). Vozel J je deformacija vozla K, ¢e je eden od njiju dolocen z
zaporedjem tock (pi,...,pn), drug pa z zaporedjem tock (pi, ..., Pn,Pni1), Kjer

1. pn,Pny1 in py niso kolinearne.
2. Trikotnik dolo¢en s (pi, pn, Pni1) seka prvotni vozel samo v daljici pip,.

Ce pri deformaciji dobimo tri zaporedne kolinearne tocke p;, pit1, Pit2, lahko vmesno
izpustimo. Deformacijo lahko seveda izvedemo tudi na drugi daljici kot pip,,.

Pogoj, da se trikotnik, doloc¢en s (p1, pn, Pn+1), ne seka s prvotnim vozlom, nam
zagotovi, da z deformacijo vozla ne bomo spremenili. Deformacijo si tako lahko
predstavljamo, kot da bi vzeli neki del vozla in ga raztegnili, ne da bi ob tem zadeli
kak drug del vozla.

Primer 2.4. Na sliki 2 je primer deformacije deteljice iz slike 1. Trikotnik, obarvan
z zeleno, ki je dolocen s tockami pq, pg in pyg, ne sme sekati prvotnega vozla nikjer
razen na daljici pypy.

Slika 2: Deformacija deteljice.

&

Sedaj, ko nam je jasen en korak spremembe vozla, ki vozla ne spremeni — vsaj
ne na nacin kot dojemamo vozle — se lahko lotimo koncepta enakosti dveh vozlov.



Definicija 2.5 ([5]). Vozla K in J sta ekvivalentna, e obstaja zaporedje vozlov K =
Ko, K1, ..., K, = J, Kjer je za vsak i vozel K, deformacija vozla K;. Ekvivalenca je
oc¢itno ekvivalenc¢na relacija in lahko torej vozle dojemamo kot ekvivalencéne razrede.

Dva vozla sta torej ekvivalentna, ko lahko enega postopoma deformiramo v dru-
gega. Intuitivno si to lahko predstavljamo, kot da lahko vozel premikamo v prostoru

in dele njega raztezamo ali kréimo, nikoli pa ga ne smemo pretrgati ali del vozla po-
tisniti skozi drug del vozla.

2.3 Vozelni diagrami

Ob nadaljnjem razmisljanju o vozlih se izkaze, da se je z njimi zelo tezko ukvarjati
v prostoru. Zato vozle v namen poenostavitve problema projiciramo na (poljubno)
ravnino. Seveda ne ustreza vsaka projekcija.

Definicija 2.6 ([5]). Projekcija vozla na ravnino je regularna, ¢e velja:

1. Nobene tri razlicne tocke na vozlu se ne slikajo v isto tocko na ravnini.

2. Nobeno vozlisce vozla se ne slika v isto tocko na ravnini kot katerakoli druga
tocka iz vozla.

Primer 2.7. Slika 3 je primer regularne projekcije deteljice (slika 1) na neko rav-

Slika 3: Projekcija deteljice.

Primer 2.8. Na sliki 4 je primer diagrama deteljice.
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Slika 4: Diagram deteljice.

¢

Pri vseh netrivialnih primerih bo slika regularne projekcije vozla vsebovala tocke,
v katere se slikata dve tocki vozla. Na slikah zaradi tega uporabljamo naslednjo
terminologijo.

Definicija 2.9. Tocke v ravnini, v katere se slikata dve razliéni tocki iz vozla,

vvvvvvvvvv

vvvvv

prikazano na sliki 5. Tako oznaceni skici pravimo diagram.
Del vozla, ki gre zgoraj, imenujemo nadvoz, del vozla, ki pa gre spodaj, pa
podvoz. Delu vozla med dvema zaporednima podvozoma pravimo lok. Loke ponavadi

oznac¢imo, kot na sliki 6.
C
a: : b

Slika 5: Krizisce. Slika 6: Deteljica z oznacenimi loki.

Regularne projekcije nam zagotovijo, da se vozel, ki ga projiciramo, slika na
ravnino na tak nacin, da je iz projekcije jasno razvidno, kateri vozel smo slikali.
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Naravno se nam porodi vprasanje o obstoju takih projekcij ter o projekcijah ekvi-
valentnih vozlov.

Izrek 2.10 ([5]). Naj bo vozel K definiran z zaporedjem tock (pi,...,pn) in naj za
ta vozel v ni reqularna projekcija. Potem za vsak € > 0 obstaja vozel K', definiran z
zaporedjem tock (qu, ..., qn), za katerega velja:

1. Razdalja med p; in q; je manjsa od € za vsak i.
2. K’ je ekvivalenten K.
3. Projekcija v je reqularna za K'.

Dokaz. V dokazu bomo postopoma odpravili problemati¢ne tocke.

Naj imamo vozel K definiran s (py, ..., p,) in projekcijo ¢ na ravnino, ki za vozel
K ni regularna. Naj bo dan Se poljuben € > 0.

Ce obstaja taksno vozlisée p;, da ga projekcija ¢ slika v isto toc¢ko na diagramu
kot kako drugo tocko iz vozla K, potem obstaja tocka pf, ki je od p; oddaljena manj
kot ¢, trikotnik p;, p}, pi11 seka vozel K le v daljici p;p;41, trikotnik p;_q, pi, p; ga
seka le v daljici p;_1, p;, njena slika z ¢ pa ne lezi na sliki vozla K. Taka tocka res
obstaja, saj je tako vozel K kot njegova slika z ¢ unija konéno mnogih daljic, ki se
jim lahko izognemo tako, da zagotovimo zgoraj nastete pogoje. Tako dobljen vozel,
dolo¢en s tockami (py,...,Pi—1, P Dit1,---,Pn), je seveda ekvivalenten prvotnemu
vozlu K. Na enak nacin zamenjamo vsa problemati¢na vozlis¢a in dobimo vozel @,
za katerega je drugi pogoj iz definicije regularne projekcije izpolnjen.

Ce se tri razlicne tocke iz vozla @ slikajo v isto tocko na diagramu, vemo, da
vse tri pripadajo daljicam iz vozla, saj smo v prvem koraku dokaza ze zamenjali
vsa vozlisca, ki se slikajo v isto tocko na diagramu kot kaksna druga tocka iz vozla.
Recimo torej, da pripadajo daljicam p;p;i1, pjpj+1 in pppr41. Tedaj za enega izmed
teh vozlis¢é, recimo p;, obstaja tocka p}, ki je od njega oddaljena manj kot € (e je
bilo to vozlis¢e ze zamenjano v prvem koraku dokaza, potem mora biti seveda ta
tocka oddaljena manj kot € od prvotnega vozlisca), tako da trikotnik p;, pl, pi11 ne
seka vozla ) drugje kot v daljici p;, pit1, trikotnik p;_1, p;, p; ne seka vozla @) drugje
kot v daljici p;_1, p;, hkrati pa se nobena tocka iz daljice p}, p;1+1 ne slika v isto tocko
na diagramu kot dve drugi tocki iz vozla. Taka tocka res obstaja, saj sta tako kot
prej vozel  in njegova projekcija z ¢ uniji konéno mnogo daljic. Tako dobimo vozel,
ekvivalenten @), dolocen s tockami (p1, ..., pi—1, Pis Dit1, - - - » Pn). Postopek ponovimo
za vsak primer, kjer se tri tocke iz vozla () slikajo v isto tocko na diagramu.

Dobljen vozel je vozel K, ki je ekvivalenten K, definiran pa je s (qi, ..., q,), kjer
je za vsak ¢ razdalja med p; in ¢; manjsa od €, ¢ pa je zanj regularna projekcija. K’
tako zadostuje zahtevam nasega izreka. O]

Izrek 2.11 ([5]). Naj bo vozel K definiran z zaporedjem tock (pi,...,pn) in naj
obstaja neka reqularna projekcija v tega vozla na (dano) ravnino. Obstaja tak € > 0,
da za vsak vozel K', definiran z zaporedjem tock (qi,...,qs), za katere je za vsak i
razdalja med p; in q; manjsa od €, velja:

1. K’ je ekvivalenten K.

2. 1 je reqularna projekcija za K'.

12



Dokaz. Naj imamo vozel K definiran s (py, ..., p,) in projekcijo na ravnino ¢, ki je
za K regularna.

Zacénimo z vozlis¢em p;. Obstaja neka razdalja [y, za katero je za vsako pf,
Ip1 — Py < Ui, vozel (py,p2,...,pn) ekvivalenten vozlu K. Ta razdalja obstaja,
saj je potrebna dovolj velika razdalja med p; in p}, da eden izmed trikotnikov
p1, Py, p2 ali p1,p), p, seka prvotni vozel Se kje drugje kot v daljicah, ki jih deli.
Potem za ps obstaja neka razdalja Iy, za katero je za vsako pj, |pa — ph| < la, vozel
(P}, 05, P3, - - -, pn) ekvivalenten vozlu (pl,ps,...,pn) in poslediéno tudi vozlu K za
vse p1, |p1 — p)| < li. Ta razdalja obstaja po istem razmisleku kot za p;. Postopek
nadaljujemo in na vsakem koraku upostevamo vse prejsnje potencialne izbire pf, za
katere velja |p; — p| < l;, dokler ne dobimo vozla (p!,...,p.), ki je ekvivalenten
prvotnemu vozlu K. Dobimo tudi razdalje {l;}},

Prav tako za vozlis¢e p; obstaja neka razdalja L, za katero je za vsako pi,
|p1 — py| < L1, ¢ regularna preslikava za vozel (p), ps, ..., pn). Taka razdalja obstaja,
saj je potrebna dovolj velika razdalja med p; in p), da ali ¢ slika p} v isto tocko kot
neko drugo tocko iz vozla ali ¢ slika eno izmed daljic p,, p| ali p|, p2 na neko drugo
vozlis¢e ali pa slika eno izmed prej omenjenih daljic na nac¢in, da se v neko tocko
na ravnini slikajo tri razlicne tocke iz vozla, torej da ¢ ni ve¢ regularna preslikava
za novi vozel. Potem tako kot prej za ps obstaja neka razdalja Lo, za katero je za
vsako pl, |p2 — py| < Lo, ¢ regularna preslikava za vozel (p},ph,ps,...,pn) za vse
p1, |p1 — py| < Li. Ta razdalja obstaja po istem razmisleku kot za p;. Postopek
nadaljujemo in na vsakem koraku upostevamo vse prejsnje potencialne izbire pf, za
katere velja |p; — pl| < L;, dokler ne dobimo vozla (p},...,p,), za katerega je ¢
regularna preslikava. Dobimo razdalje {L;}? ;.

Sedaj lahko definiramo

_ min ({lhi UL},
2

Ta € zadosc¢a pogojem nasega izreka. O]

Prvi izrek nam pove, da ¢e za vozel neka projekcija ni regularna, obstaja njemu
ekvivalenten vozel, katerega vozliséa so poljubno blizu vozlis¢em prvotnega vozla,
za katerega je ta projekcija regularna.

Drugi izrek nam pove, da ¢e ima neki vozel regularno projekcijo, potem so vsi
vozli, katerih vozlisca so dovolj blizu vozliséem prvotnega vozla, temu vozlu ekviva-
lentna in je ta projekcija za njih prav tako regularna.

Oglejmo si Se en izrek:

Izrek 2.12 ([5]). Ce imata vozla K in J za regularno projekcijo v enak diagram, sta
ekvivalentna.

Dokaz. Naj bosta dana vozla K in J ter naj bo ¢ regularna projekcija, ki oba vozla
slika v isti diagram.
Z nekaj preprostimi deformacijami lahko oba vozla premaknemo do diagrama

vvvvv

......

— slika 7). Ker imata vozla enak diagram, se ujemata na vseh tockah razen tistih

13



vvvvv

zaporedje deformacij med vozloma, torej sta vozla ekvivalentna.

Slika 7: Vozel, premaknjen na ravnino z diagramom.

Na sliki 7 ¢rni ¢rti predstavljati dva loka diagrama, rdeci in zelena daljica ter
tocke predstavljajo vozlis¢a ter daljice vozla na ravnini, modri daljici in tocka pa

vvvvv

ni direktno nad spodnjim delom vozla, saj je projekcija regularna). O]

Z izrekom potrdimo, da so diagrami res smiseln nac¢in obravnave vozlov, saj isti
diagram ne more predstavljati dveh vozlov, ki nista ekvivalentna.

2.4 Reidemeistrove poteze

Sedaj bi zeleli idejo ekvivalence vozlov razsiriti na vozelne diagrame. V ta namen po-
iStemo vse mozne spremembe na vozelnih diagramih, ki se ujemajo z deformacijami
vozlov. Te spremembe imenujemo Reidemeistrove poteze. Izvajamo jih postopoma

vvvvvv

Definicija 2.13. Reidemeistrove poteze so:

Slika 8: Prva Reidemeistrova poteza.

14
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Slika 9: Druga Reidemeistrova poteza.

X=X

Slika 10: Tretja Reidemeistrova poteza.

Pri tem bi pri prvi potezi zanko na loku vozla lahko obrnili tudi v drugo smer.

2.5 Ekvivalenca vozelnih diagramov

Ostane nam seveda Se dolznost, da pokazemo, da se Reidemeistrove poteze res skla-
dajo z vsemi moznimi deformacijami na vozlih.
V pomo¢ nam bo prisel naslednji pojem.

Definicija 2.14. Rawvninska izotopija na ravnini X je zvezna funkcija
[:¥x1[0,1] — %,
ki je homeomorfizem ravnine ¥ za vsak ¢.

Preprosta primera ravninske izotopije sta razteg in rotacija ravnine. Rezultate
take izotopije na vozelnemu diagramu, ki lezi na ravnini, si lahko predstavljamo
kot homeomorfizem ravnine, ki ga dobimo z zaporedno uporabo homeomorfizmov,
ki premikajo le tocke v okolici enega trikotnika na ravnini, in sicer tako, da eno
stranico premaknejo na unijo preostalih dveh ter ustrezno premaknejo bliznje tocke.
Tako si lahko predstavljamo ravninske izotopije kot analog za deformacije vozlov, ki

vvvvv

Sedaj lahko formuliramo naslednji izrek.
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Izrek 2.15 ([5]). Vozla K in J sta ekvivalentna natanko tedaj, ko lahko iz dia-
grama enega pridemo do diagrama drugega z zaporedjem Reidemeistrovih potez in
ravninskimsi izotopijami diagrama.

Dokaz. Denimo, da imamo vozla K in J in neko projekcijo, ki je za oba regularna.

Zacnimo z implikacijo v levo. Predpostavimo, da lahko iz diagrama vozla K
pridemo do diagrama vozla J z zaporedjem Reidemeistrovih potez ter z ravninskimi
izotopijami. Za vsako ravninsko izotopijo lahko najdemo deformacijo, ki ji ustreza,
saj lahko vsako zvezno deformacijo na ravnini poljubno natané¢no posnemamo z
vozelnimi deformaciji v prostoru. Prav tako lahko za vsako Reidemeistrovo potezo
pois¢emo zaporedje deformacij, tako da se poteza ujema s sliko po deformacijah, kot
je razvidno na slikah 11, 12 in 13. Dobili smo torej zaporedje deformacij, ki vozel
K spremeni v vozel J. Vozla sta po definiciji ekvivalentna.

Slika 11: Deformacije za prvo potezo.

Rad

/

J

N
/

<

i

-4
N N

Slika 12: Deformacije za drugo potezo.
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Slika 13: Deformacije za tretjo potezo.

Poglejmo si se implikacijo v drugo smer. Recimo, da sta K in J ekvivalentna.
Predpostavimo lahko, da se razlikujeta le za eno deformacijo, saj iz dokaza za eno
deformacijo oc¢itno sledi dokaz za vse ekvivalentne vozle, ki jih dobimo z zaporedjem
deformacij. Ker je projekcija regularna, se ta trikotnik slika v trikotnik na ravnini
(vsako vozlisCe vozla se slika v svojo tocko na ravnini, tako da gre res za neizrojen

vvvvv

vvvvv

da smo eno deformacijo razdelili na ve¢ manjsih deformacij, ki skupaj sestavijo prvo-
tno deformacijo (vsako manjso deformacijo predstavlja en manjsi trikotnik). Sedaj
v vsakem trikotniku posebej preverimo, da smo uporabili le Reidemeistrove poteze
in ravninsko izotopijo. Problem smo torej poenostavili na eno samo deformacijo, v
kateri je najvecC eno krizisce (slika 14).

Nas cilj je izvesti deformacijo le z Reidemeistrovimi potezami in ravninskimi
izotopijami, torej daljico med spodnjima dvema oglis¢ema trikotnika na slikah 16 in
17 prenesti v daljici od spodnjega levega oglis¢a do zgornjega oglisca in od zgornjega
ogliséa do spodnjega desnega oglisca (in obratno), ostale loke pa pustiti na miru. Ce
trikotnik v notranjosti ne seka projekcije vozla, je to seveda trivialno. Ce trikotnik
potezo, da tisti del vozla, ki ga deformiramo, povlecemo pod ali ¢ez ta lok (slika
15). Ce je takih lokov ve¢, vendar se ne sekajo, potem korak ponovimo za vsakega.
in 17. Ce lok v trikotnik vstopa iz spodnje stranice, je reitev podobna. Torej lahko
med diagramoma ekvivalentnih vozlov prehajamo z Reidemeistrovimi potezami. To
dokaze drugi del nasega izreka.
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Slika 14: Razdelitev na trikotnike.

Slika 16: Prvi primer pri dokazu.

2. poteza | 2. poteza | 3. Eoteza '

Slika 17: Drugi primer pri dokazu.

0

S tem smo res pokazali, da obstaja bijektivna korespondenca med ekvivalenc-
nimi razredi vozlov, ki jih dobimo z ekvivalenco, in ekvivalen¢nimi razredi vozelnih
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diagramov, ki jih dobimo z Reidemeistrovimi potezami in izotopijami prostora. V
nadaljevanju bomo izraza vozel in vozelni diagram uporabljali kot sopomenki, ce
prej izrecno ne bomo povedali drugace.

2.6 Orientirani vozli

Vozlom lahko priredimo orientacijo. Orientaciji sta vedno seveda dve: za¢nemo nekje
na vozlu in potujemo po njem v neko smer, dokler ne pridemo nazaj na zacetek.

Definicija 2.16 ([5]). Orientiran vozel je dvojica vozla K in ureditve njegovih
vozlis¢ (p1,...,pn) na tak nacin, da Se vedno dolocajo prvotni vozel.

Diagram orientiranega vozla nam poda usmeritev lokov, ki jo oznac¢imo s pusci-
cami.

Primer 2.17. Na sliki 18 je diagram orientirane deteljice, na sliki 19 pa diagram
orientirane osmice.

Slika 18: Orientirana deteljica. Slika 19: Orientirana osmica.

%

Izkaze se, da je orientiranim vozlom (oz. njihovim diagramom) mogoce pripisati
veliko vec lastnosti, zaradi ¢esar je o vozlih pogosto lazje razmisljati kot o orientiranih
vozlih. Ze prej navedeni koncepti o vozlih se seveda razsirijo na orientirane vozle.

Definicija 2.18 ([5]). Dva orientirana vozla sta orientirano ekvivalentna, ¢e obstaja
zaporedje deformacij, ki enega prenesejo v drugega.

Tako kot za neorientirane vozle potem veljajo vsi prej dokazani izreki. Tako sta
dva orientirana vozla ekvivalentna natanko tedaj, lahko diagram enega spremenimo
v diagram drugega z zaporedjem Reidemeistrovih potez in ravninskih izotopij (pri
tem sta diagrama seveda usmerjena).

Ce govorimo o orientiranih vozlih, je seveda smiselno definirati tudi funkcijo, ki
poda nasprotno orientiran vozel.
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Definicija 2.19 ([2]). Nasprotno orientiran vozel orientiranega vozla K je vozel
r(K). Dobimo ga tako, da obrnemo ureditev njegovih vozlis¢, npr.

(P1s-- o Pn) = (Pny -5 1)

Primer 2.20. Na sliki 20 je primer nasprotno orientiranih vozlov.

r(K)

=&

Slika 20: Nasprotno orientirani osmici.

&

Prav tako kot ima vsak vozel dve orientaciji, ima lahko vozel tudi dve zrcalni
obliki. Nekateri vozli so ekvivalentni svoji zrcalni podobi (npr. osmica), veliko pa
tudi ne (npr. deteljica).

Definicija 2.21 ([2]). Zrcalni vozel vozla K je vozel m(K), ki ga dobimo, ¢e vozel
prezrcalimo preko neke ravnine v prostoru, oz. ¢e vozelni diagram prezrcalimo preko
neke premice v ravnini diagrama.

Primer 2.22. Na sliki 21 je primer zrcalne podobe osmice.

m(K)

Q=&

Slika 21: Zrcalna podoba osmice.

&

Kadar govorimo o orientiranih vozlih, je vcasih smiselno omeniti Se pojem pred—

vvvvv

novanja, ki nastopl v naslednjem poglavju.
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tivna (-), kot na sliki 22.
/ —_—

2.7 Povezana vsota

Na vozlih lahko definiramo operacijo, ki zdruzi dva vozla. Rezultat je seveda nov
vozel, sestavljen iz prejsnjih dveh.

Definicija 2.24. Povezana vsota orientiranega vozla K, definiranega s (py, ..., pn),
in vozla J, definiranega s (q1, ..., qm), kjer so preseki med trikotniki

(pna q1, Qm)a (plv q1, QM)v (p’mpl: Qm) in (p’mpl) ql)

ter vozloma K in J prazni, z izjemo stranic pip, in q¢q,, je orientiran vozel K#.J,
ki ga definirajo tocke (p1, ..., P, G1,- -, Gm)-
Ta vozel je neodvisen od izbranih oznak za vozlisca.

Primer 2.25. Na sliki 23 je primer povezane vsote deteljice in osmice.

D) =

Slika 23: Povezana vsota.

2.8 Pravozli

Oglejmo si sedaj pomembno skupino vozlov: pravozle.
Najpreprostejsi vozel, ki ga poznamo, je nevozel.

Definicija 2.26. Nevozel je vozel, katerega diagram lahko nariSemo tako, da nima
krizisc.
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Primer 2.27. Na sliki 24 je primer diagrama nevozla.

Slika 24: Nevozel.

&

Obstajajo vozli, ki se jih ne da razbiti na manjse podvozle. Te imenujemo pra-
vozli, ime je seveda analog prastevilom, ki jih ne moremo razbiti na faktorje: edina
faktorja, ki ju imajo, so Stevilo 1 (pri vozlih to vlogo vzame nevozel) in Stevilo samo.

Definicija 2.28. Vozlom, ki niso povezana vsota dveh ali vec¢ih preprostejsih vozlov
(z izjemo nevozla), pravimo pravozli.

Pravozlom lahko priredimo unikatne oznake. To naredimo tako, da za vsakega iz-

vvvvv

vvvvv

vvvvv

bi poskusali z Reidemeistrovimi potezami vozel poenostaviti, vendar tak algoritem
ne bi prisel prav dale¢. Vcasih je namre¢ diagram potrebno dodatno zakomplicirati,
da ga potem lahko spravimo v najpreprostejso mozno obliko. V tabeli pravozlov

vvvvv

vvvvv
vvvvv
vvvvv
......

vvvvvvvvvvv

vvvvv
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Slika 25: Tabela pravozlov.

2.9 Vozelne invariante

Poglavitni problem teorije vozlov je preverjanje, ¢e sta dva neznana vozla ekvivalen-
tna. V namen resevanja tega problema uporabljamo vozelne invariante.

Definicija 2.30. Invarianta vozla je neka lastnost vozla, ki se ne spremeni ob de-
formacijah. Ekvivalentno, je lastnost vozelnega diagrama, ki se ne spremeni ob
Reidemeistrovih potezah in izotopijah diagrama.

Tako lahko vemo, da ¢e dva vozla ne delita neke invariante, potem gotovo nista
ekvivalentna. Vozelnih invariant je veliko in so razlicno moc¢ne (kar pomeni, da
razlicno dobro razlikujejo med razlicnimi vozli) in razlicno komplicirane za izracun.

Primer 2.31. Primeri vozelnih invariant so grupe, ki jih priredimo posameznim
vozlom, polinomi (npr. Alexandrovi polinomi), Stevila barvanj itd.

Dober vpogled v razlicne tipe vozelnih invariant in teorijo vozlov nasploh pred-
stavi knjiga dr. Louisa H. Kauffmanna: On Knots [4]. &

3 Kvandli

V tem poglavju bomo definirali pojem kvandla in si ogledali nekaj preprostih pri-
merov. Omeniti je treba tudi, da se bomo od te tocke dalje ukvarjali primarno le Se
z orientiranimi vozli.

3.1 Definicija operacij

Oglejmo si naslednji dve binarni operaciji:

vvvvv

sekajo trije loki, definiramo dve binarni algebraic¢ni operaciji, >, in >_ :
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Slika 26: Operacija >y Slika 27: Operacija >_

vvvvv

3.2 Uskladitev operacij z Reidemeistrovimi potezami

Lastnosti operacij >, in >_ zelimo uskladiti z Reidemeistrovimi potezami, saj
bo tako definirana algebraicna struktura odrazala topoloske lastnosti vozlov. Bolj
natancno, lastnosti, ki jih bomo definirali iz te algebrai¢ne strukture, se bodo tako
ohranjale pri izvajanju Reidemeistrovih potez in bodo tako postale vozelne invari-
ante.

Trditev 3.2 ([1]). Oglejmo si vsako potezo posebej:

<o |

alya

Slika 28: Uskladitev s prvo potezo.

Torej je a >, a = a. Enako bi dobili a >_ a = a.
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Slika 29: Uskladitev z drugo potezo.

Torej je
(b>_a)>y a=0.

Z drugacno orientacijo lokov bi dobili tuds
(b>y a)>_a=b.
Operaciji >, in >_  sta si torej inverzni in lahko definiramo:

avb:=av, bina> ' b:=a>_b

al A, . b

'c dacb lc :
(arb)>c (a>c)

(b>0) ‘(al>c)>(b>c)

Slika 30: Uskladitev s tretjo potezo.

Velja torej
(apb)pc=(avc)> (b c).

Koncamo tako z eno operacijo z zgoraj navedenimi lastnostmi.

3.3 Definicija kvandlov

Definiramo strukturo:

Definicija 3.3 ([1]). Kvandel je mnoZica X z binarno operacijo > : X? — X, za
katero velja:

1. Za vsak a iz X jea > a = a,
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2. Za vsaka a,b iz X obstaja natanko en c iz X, za katerega velja a = c > b,
3. Za vsake a,b,ciz X velja (a>b)>c=(a>c)> (b>c)

Druga lastnost nam pove, da za vsaka dva elementa obstaja neki tretji element,
ki ju povezuje. Definiramo lahko inverz operacije >~! , ki nam ta iskani element
poisce: ¢ =a >"1 b.

3.4 Alexandrovi kvandli

Zeleli bi poiskati kaksne preproste primere kvandlov.

Definicija 3.4 ([1]). Naj bosta t,n € N, ¢ < n tuji naravni stevili. Sledi, da ima ¢
inverz t~! v Z,. Definiramo operacijo > na Z,:

a>b:=ta+ (1—1t)b.

Definiramo A,, ; kot Z,, z operacijo > . Strukture A,,; imenujemo Alezandrovi kvan-
dli.

Alexandrovi kvandli predstavljajo pomembno druzino koné¢nih kvandlov, saj jih
lahko na preprost nacin definiramo iz vsake grupe Z,.
Preveriti moramo Se:

Trditev 3.5. A, ; je res kvandel.
Dokaz. Preveriti moramo vse aksiome za kvandle.
1. Zavsakajeara=ta+ (1 —tJa=ta+a—ta=a.
2. Za poljubna a in b iS¢emo ¢, tako da bo veljalo a = ¢ > b = tc+ (1 —t)b. Sledi
c=tta+(1—tHo=rav""0

Tak ¢ res obstaja in je enoli¢no dolocen, saj je t tuj n in ima zato (enoli¢no
dolocen) inverz t~1 v Z,.

3. Za poljubne a, b in c¢ izrazimo
(avb)pc=tta+(1—-1t)b)+(1—t)c=
a+t(1—tb+t(1 —t)c+ (1 —t)c=
tita+(1—t)e)+ (1 —t)(tb+ (1 —t)c) =
tlave)+ (1—=t)(bpc) =
(avc)> (b>c
A, je torej res kvandel. O

Oglejmo si primer Alexandrovega kvandla.
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Primer 3.6. Alexandrov kvandel As 3 je algebraicna struktura v tabeli 1

> [o 1 2 3 4
0o 3 1 4 2
1131420
2 1 4 20 3
314 20 31
492 0 3 1 4

Tabela 1: Kvandel Aj 3.

V tem primeru je operacija > komutativna, saj je
t=3=(-2)=(1-3)=(1-1),

vendar to v veéini primerov ni res. %

3.5 Dualni kvandli

Vsakemu kvandlu lahko pripisemo t. i. dualni kvandel. Pomen dualnih kvandlov bo
razviden kasneje v diplomskem delu.

Definicija 3.7 ([2]). Dualni kvandel kvandla X z operacijo > je kvandel X* z
operacijo >* = 1.

Seveda preverimo, da je dualni kvandel res kvandel.
Trditev 3.8. Dualni kvandel X* je res kvandel.
Dokaz. Preverimo po aksiomih

l.Izava=asledia=av!aq,

2. Za vsak a in b iz X obstaja natanko en c iz X tako, da jea = c¢>"1 b. Ta cje
seveda c=a > b

a=(as""b) o b= (((a>_1 b) b c> >c> > ((lw‘l c) Dc) _
_ (((a 571 b) ! c) > (b = c>> > ¢
ot = <(a > b) 57! c) > (b - c),

iz ¢esar nadalje sledi

(a > c) > (b b1 c) = (a S b) > e,

Sledi

kar smo zeleli pokazati.
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Dualni kvandel je torej res kvandel. O]

Primer 3.9. Dualni kvandel kvandla Ajs3 iz primera 3.6 v tabeli 1 je kvandel z
operacijo a >~ b, ki jo dobimo z

a>tb=3"ta+(1-31b=2a+ (1—2)b.

Gre torej za kvandel A5 o v tabeli 2

> [0 1 2 3 4
0o 4 3 21
1210 4 3
2 143210
3110 4 3 2
43 210 4

Tabela 2: Kvandel Aj 5.

4 Uporaba kvandlov
V zadnjem poglavju bomo obravnavali vozelne invariante, ki jih lahko dobimo s

kvandli, in resili nekaj primerov.

4.1 Foxov izrek o tribarvanju
Oglejmo si preprosto vozelno invarianto.

Definicija 4.1. Ustrezno tribarvanje vozelnega diagrama je preslikava

¢ : {loki na diagramu} — {0,1,2},

Slika 31: Loki razli¢nih barv. Slika 32: Loki enake barve.
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Izrek 4.2 (Foxov izrek o tribarvanju). Stevilo tribarvanj je vozelna invarianta. Torej
imagjo vsi vozelni diagrami, ki predstavijajo isti vozel, enako stevilo tribarvany.

Dokaz. Preveriti moramo, da se stevilo tribarvanj pri izvedeni Reidemeistrovi potezi
ne spremeni. Pomembno je torej, da pri vsaki potezi loki, ki niso omejeni znotraj
sheme, ostanejo iste barve. Poglejmo vsako potezo posebej.

Slika 33: Tribarvanje pri prvi potezi.

Sadl!

Slika 34: Tribarvanje pri drugi potezi, prvi primer.

Sadl!

Slika 35: Tribarvanje pri drugi potezi, drugi primer.
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Slika 36: Tribarvanje pri tretji potezi, prvi primer.

|
—— & ——
b

Slika 37: Tribarvanje pri tretji potezi, drugi primer.

— &L
{

Slika 38: Tribarvanje pri tretji potezi, tretji primer.

Tretji primer tretje poteze dopusca tri moznosti pri variaciji barv navpi¢nega
dela vozla (ki gre pod drugima dvema), vendar je resitev vseh treh moznosti enaka,
saj moramo izbrati le ustrezno barvo za kratek vmesni lok. O]

Na barve, torej {0, 1,2}, lahko gledamo kot na elemente Zs. Vemo, da velja

X1, %o, X3 € Zg; x1+ 22+ 1x3=0
natanko tedaj, ko
ali 1 = 29 = 3 ali 11 # 19,71 # 73,72 # T3,

saj iz 2x1 + x9 = 0 sledi xo = —2x1 = x1, torej ¢e sta dva izmed 1, x5 in x3 enaka,
jima je enak tudi tretji.

Trditev 4.3 ([1]). Tribarvanje vozelnega diagrama dobimo tako, da vsakemu loku
dodelimo neznanko x;, ki predstavlja njegovo barvo kot element Zs3, nato pa za vsako
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Stevilo tribarvanj je zelo preprosta vozelna invarianta. Za vsak vozel jo lahko
izracunamo zelo hitro. Tako je eden najlazjih nac¢inov razlikovanja med vozli.

Primer 4.4. Pois¢emo Stevilo tribarvanj vozla na sliki 40 in vozla na sliki 41. Prvi
ima netrivialno tribarvanje, kot je razvidno na sliki 39, drugi pa nima netrivialnih
tribarvanj, kar lahko pokazemo na preprost nac¢in. Recimo npr. da loka z; in s
nista iste barve. Brez skode za splosnost lahko recemo c(z1) = 0, c¢(z2) = 1. Sledi

vvvvv

vvvvvv

vvvvvvvvvv

barve (2,0,2), pogoj ne izide. Do istega zakljucka bi prisli, ¢e bi izbrali poljubna
dva loka na vozlu in ju pobarvali z razlicno barvo.

Izkaze se, da ima vozel na sliki 40 devet tribarvanj, vozel na sliki 41 pa le trivialna
tribarvanja, torej le tri. Diagrama torej ne predstavljata istega vozla. Res, gre za
vozel 61 na sliki 40 in vozel 65 na sliki 41.

Slika 39: Primer netrivialnega barvanja vozla 6,
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X

Slika 40: Vozel 6; z devetimi tribarvanji. Slika 41: Vozel 65 s tremi tribarvanji.

%

Problem nastopi pri dejstvu, da je stevilo tribarvanj zelo sibka vozelna invarianta.
Veliko razli¢nih vozlov ima namrec¢ enako stevilo tribarvanj. Invarianta nam koristi
le, ¢e imata vozla razlicno Stevilo tribarvanj, saj to pomeni, da nista ekvivalentna.
Ce imata enako $tevilo tribarvanj, pa nam to ne zagotovi, da sta ekvivalentna.

Primer 4.5. Pois¢emo Se tribarvanja vozlov na slikah 42 in 43. Izkaze se, da imata
oba le tri trivialna tribarvanja. Stevilo tribarvanj nam torej ne pove, ¢e gre za isti
vozel ali ne.

Slika 42: Prvi neznan vozel. Slika 43: Drugi neznan vozel.
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4.2 Barvanje s kvandli

Namesto da barvamo loke vozelnega diagrama s tremi barvami, lahko barvamo loke
diagrama orientiranega vozla z elementi poljubnega kvandla.

Definicija 4.6. Ustrezno barvanje diagrama vozla K s kvandlom X je preslikava
¢ : {loki na diagramu} — X

vvvvvvvvvv

potem mora v kvandlu X veljati:

c(x;) > c(x;) = c(zy),

Stevilo barvanj diagrama vozla K s kvandlom X ozna¢imo s Colx(K). V na-
daljevanju bomo za racunanje stevila barvanj vozla s kvandlom loke diagrama kar
identificirali z njihovo barvo, torej bomo namesto c¢(x;) > ¢(z;) = c(x)) v enacbah
pisali kar x; > x; = 2.

Barvanje s kvandli je ena mozna razsiritev ideje tribarvanja.

Primer 4.7. Izkaze se, da je tribarvanje v resnici poseben primer barvanja s kvandli:
bolj specifi¢no je barvanje s kvandlom As . &

Preostane Se pokazati, da je barvanje s kvandli res vozelna invarianta.

Izrek 4.8. Za vozel K in kvandel X je Colx(K) vozelna invarianta do orientacije
in simetrije natancno.

Dokaz. Kot pri Foxovem izreku o tribarvanju moramo pokazati, da se stevilo barvanj
z nekim kvandlom ne spremeni pri izvajanju Reidemeistrovih potez. Spet si oglejmo
vsako potezo posebe;j.
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Slika 46: Barvanje s kvandli, prva poteza.

‘>X
x (x X)X

Slika 47: Barvanje s kvandli, druga poteza.
/ l :
X= X >X;

X,=(

XX X5 = (XX )>(6G>X5) =(X > X)X

Slika 48: Barvanje s kvandli, tretja poteza.

Iz tega sledi, da je stevilo barvanj s kvandlom res invarianta. ]

Barvanje s kvandli nam da poljubno mnogo relativno preprostih vozelnih invari-
ant. Ce dva vozla delita §tevilo barvanj z nekim kvandlom, lahko vedno uporabimo
nov kvandel.

4.3 Barvanje z Alexandrovimi kvandli
Posebej preprosto je barvanje z Alexandrovimi kvandli.

Trditev 4.9 ([1]). Stevilo barvanj vozla K z Alezandrovim kvandlom A,;, torej
Coln, (K), lahko izracunamo z enacbami

tr; + (1 —t)x; —xp =0,
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ce se loki srecajo kot na sliki 44, in z enacbams
tr+ (1=t N —ay, =0,

ce se loki srecajo kot na sliki 45, kjer so x;, x; in x neznanke za barve lokov v nekem
vozel.
Vsaka resitev sistema nam da eno barvanje s kvandlom A, ;.

Primer 4.10. Poisc¢imo Stevilo barvanj Coly;, z Alexandrovim kvandlom As4 za
vozla, ki ju prej nismo uspeli lociti s Foxovim izrekom o tribarvanju.
Vozel na sliki 49 ima le pet trivialnih barvanj. Ce namre¢ predpostavimo, da sta
dva loka drugacnih barv, pridemo do protislovja.
Vozel na sliki 50 pa ima tudi netrivialna barvanja. Bolj natanc¢no, ¢e resimo
sistem enacb, dobimo
T = Ty = 4[L‘6 + 21’8

To9 = Tg = 31’6 + 3.1]8
T3 = Ty — 2]36 +4CL’8
L10 = L6, L5 = 8-

Vozel ima torej 25 barvanj z A5 4. Barvanja dobimo z izbiro x4 in xg in izracunom
drugih barv.

Diagrama na slikah 49 in 50 torej ne dolocata istih vozlov. Res, na sliki 49 je
vozel 1017, na sliki 50 pa vozel 10y.

Slika 49: Vozel 10;5. Slika 50: Vozel 104.

¢

Prav tako kot pri stevilu tribarvanj pa ni nujno, da nam bo Stevilo barvanj s
kvandli dalo relevantno informacijo. Ce imata dva vozla enako stevilo barvanj z vec
kvandli, se ne pomeni, da sta ekvivalentna.

35



Primer 4.11. Vozla 5; in 55 na slikah 51 in 52 imata le trivialna barvanja z Ale-
xandrovim kvandlom Aj4. Ce bi med njima Zeleli lociti, bi morali barvati s kaksnim
drugim kvandlom.

Slika 51: Vozel 5;. Slika 52: Vozel 5,.

Izrek 4.12 ([2]). Za barvanje vozla K s kvandlom X velja:

1. Colx (K ) = Colxe (v (m(K) ),
2. Colx (r(K) ) = Colx (m(K)).
3. Colx (K) = Colx-(m(K)).

kjer je m(K) zrcalni vozel vozla K, r(K) nasprotno orientiran vozel vozla K in X*
dualni kvandel kvandla X .

Izrek nam pove, kako je stevilo barvanj z nekim kvandlom povezano z naspro-
tno orientiranimi vozli in z zrcalnimi podobami vozlov in nam da mocno orodje za
razlikovanje vozlov od njihovih zrcalnih podob ter nasprotno orientiranih vozlov.

vvvvv

vvvvv

vvvvv

sistem enacb, ki ga dobimo, enak prvotnemu. Sledi

Colx <K> — Colx (7‘ (m(K))).
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vvvvv

enac¢bo x; >~ ! r; = x), 02. T > r; = x; (slika 54). Ker to velja za vsako krizisce,
imata za izracun Stevila barvanj s kvandlom X enak sistem enacb in torej velja

Colx (T(K)) — Coly (m(K)>
N

/\.<=A =\

XPXi=Xy X X=X X

xkvx =X

Slika 54: Druga tocka izreka.

vvvvv

Vozel m(K) ima v krizis¢u, dobljenem iz prvotnega enacbo zy = x; >~ x;, kar
je ravno enacCba zj, = x; b* x; za operacuo >* dualnega kvandla X* kvandlu X

Slika 55: Tretja tocka izreka.
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4.4 Fundamentalni kvandel vozla

Poleg barvanja lahko vsakemu vozlu priredimo fundamentalni kvandel.
Definicija 4.13. Fundamentalni kvandel vozla K je kvandel X:
X := {loki na diagramu} U {z,p|z.p = a > b; a,b € X}
= {loki na diagramu} U {izmiSljeni elementi}

. {a > b kot na diagramu; a in b se ustrezno sekata na diagramu
a =

Tab; sicer

Gre za kvandel, ki ga generirajo elementi, ki smo jih predpisali lokom diagrama.
V prakti¢no vseh primerih bomo dobili stevno neskonéno velik kvandel.

Primer 4.14. Fundamentalni kvandel deteljice na sliki 56 je X = {a,b,c,...} v
tabeli 3.

0 S|V
D0 QS
Qo o
QoS0

Tabela 3: Fundamentalni kvandel deteljice.

&

Primer 4.15. Fundamentalni kvandel osmice na sliki 57 je X = {a,b,¢,d,...} v
tabeli 4.

> Ha b ¢ d
a lla 7 d b
b7 & 7 7
c||lb d ¢ ?
d||? 7 7 d

Tabela 4: Fundamentalni kvandel osmice.
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Slika 56: Deteljica. Slika 57: Osmica.

Fundamentalni kvandel vozla je zelo moc¢na invarianta, velja namrec:

Izrek 4.16 ([3]). Orientirana vozla sta orientirano ekvivalentna natanko tedaj, ko
imata izomorfna fundamentalna kvandla.

Lzomorfizem dojemamo v algebraicnem smislu: med njima obstaja bijektiven ho-
momorfizem.

Dokaz tega izreka zal presega vsebinske omejitve tega diplomskega dela, lahko
pa ga najdemo v ¢lanku [3].

Problem pri uporabi fundamentalnega kvandla kot vozelne invariante je to, da je
racunsko zelo zahtevno preveriti, kdaj sta dva neskoncéna kvandla izomorfna. Tako
se fundamentalni kvandel zelo redko uporablja kot vozelna invarianta.
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